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ΘΕΜΑ Α 
Α1.  Απόδειξη σελ 76 σχολικό βιβλίο Α2.Σελ 104 σχολικό βιβλίο. 

Α3. (α) Ψευδής     (β) σχόλιο σελ 136

Α4. (α) Λάθος   (β) Σωστό  (γ) Σωστό    (δ) Σωστό     (ε) Σωστό

ΘΕΜΑ Β
f: (1, +∞) →  ℝ,   f(x) =

x+2x−1 ,  g:ℝ → ℝ ,   g(x) =  ex𝐁𝐁𝟏𝟏
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Προφανώς για κάθε x>0 ισχύει ( ) ( )f g ' x 0<Άρα η  f g  είναι γν.φθίνουσα , άρα είναι 1-1. Λύνουμε ως προς x την εξίσωση 
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> ⇔ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ > ⇔ − > ⇔ >   − − − − −   

)

Άρα (fog)−1(y) = ln �y+2y−1� , y > 1.      Τελικά  (fog)−1(x) = ln �x+2x−1� , D(fog)−1 = (1, +∞) 



𝐁𝐁𝟑𝟑.  φ(x) = ln �x + 2

x − 1
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 .
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(x + 2)(x − 1)
< 0 για κάθε x > 1άρα φ   γνησίως φθίνουσα στο (1, +∞) 

Β4.   1ος τρόπος
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2ος τρόπος

Η συνάρτηση ( ) 1
φ f g

−
=   έχει σύνολο τιμών το

f g
D  δηλαδή το  ( )0,+∞

Αφού η συνάρτηση ( ) 1
φ f g

−
=   είναι συνεχής στο  

( ) ( )1
f g

D 1,− = +∞


ως σύνθεση συνεχών

συναρτήσεων και  γν. φθίνουσα τότε η συνάρτηση ( ) 1
φ f g

−
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= +∞ .



ΘΕΜΑ Γ
Γ1 .  Έχουμε  f(0) = 1 − lnλ
f συνεχής στο (−∞,

3π2 ) άρα και στο x = 0  οπότε 𝑓𝑓(0) = lim𝑥𝑥→0+𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim𝑥𝑥→0−𝑓𝑓(𝑥𝑥)  (∗)𝛦𝛦𝛦𝛦ί𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 lim𝑥𝑥→0+𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim𝑥𝑥→0+(𝜎𝜎𝜂𝜂𝑥𝑥 + 𝜆𝜆𝜎𝜎𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥) = 𝜆𝜆𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0−𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0− � 1

1 − 𝑥𝑥 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜆𝜆� = 1 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜆𝜆𝛼𝛼𝛦𝛦ό (∗) 𝛦𝛦𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋ύ𝛦𝛦𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋 1 − 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜆𝜆 = 𝜆𝜆 ⇔ 𝜆𝜆 + 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜆𝜆 − 1 = 0 (∗∗)
Θεωρούμε K(λ) = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝜆𝜆 + 𝜆𝜆 − 1   𝐷𝐷𝐾𝐾 = (0, +∞)𝐾𝐾 ′(𝜆𝜆) =

1𝜆𝜆 + 1 > 0  𝛾𝛾𝜋𝜋𝛼𝛼 𝜋𝜋ά𝜃𝜃𝜋𝜋 𝜆𝜆 > 0

ά𝜋𝜋𝛼𝛼 𝛫𝛫 ↑ 𝜎𝜎𝜋𝜋𝜋𝜋 (0, +∞) 𝛼𝛼𝜋𝜋𝛼𝛼 𝛫𝛫  1 − 1𝛨𝛨 𝜎𝜎𝜎𝜎έ𝜎𝜎𝜎𝜎 (∗∗) 𝛾𝛾𝜋𝜋ά𝜑𝜑𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝜋𝜋 𝛫𝛫(𝜆𝜆) = 0 ⇔ 𝛫𝛫(𝜆𝜆) = 𝛫𝛫(1)
𝛫𝛫 1−1����   𝜆𝜆 = 1.

𝜞𝜞𝟐𝟐.

lim𝑥𝑥→0+𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)𝑥𝑥 − 0
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0+ 𝜎𝜎𝜂𝜂𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥 − 1𝑥𝑥 = 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0+ 𝜎𝜎𝜂𝜂𝑥𝑥𝑥𝑥 + lim𝑥𝑥→0+𝜎𝜎𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥 − 1𝑥𝑥 = 1 + 0 = 1 

𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0−𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)𝑥𝑥 − 0
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0−

1
1 − 𝑥𝑥 − 1𝑥𝑥 = lim𝑥𝑥→0−

1 − 1 + 𝑥𝑥
1 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 = lim𝑥𝑥→0− 1

1 − 𝑥𝑥 = 1𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0+𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)𝑥𝑥 − 0
= 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑥𝑥→0−𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(0)𝑥𝑥 − 0

= 1 ∈ ℝ    𝑎𝑎𝜋𝜋𝛼𝛼  𝑓𝑓 𝛦𝛦𝛼𝛼𝜋𝜋𝛼𝛼𝛾𝛾𝜋𝜋𝛾𝛾ί𝜎𝜎𝜋𝜋𝜂𝜂𝜎𝜎 𝜎𝜎𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑥𝑥 = 0𝜂𝜂𝜋𝜋  𝑓𝑓 ′(0) = 1 𝑎𝑎𝜋𝜋𝛼𝛼   𝜋𝜋𝜑𝜑𝜋𝜋 = 1 ⇔ 𝜋𝜋 =
𝛦𝛦
4

  , ό𝛦𝛦𝜋𝜋𝜆𝜆 𝜋𝜋 𝜎𝜎 𝛾𝛾𝜋𝜋𝜆𝜆ί𝛼𝛼 𝛦𝛦𝜋𝜋𝜆𝜆 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂𝛼𝛼𝜋𝜋ί𝜁𝜁𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜎𝜎𝜋𝜋𝜑𝜑𝛼𝛼𝛦𝛦𝜋𝜋𝜋𝜋𝜂𝜂έ𝜆𝜆𝜎𝜎 𝜋𝜋𝜎𝜎𝜎𝜎 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝜂𝜂𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜆𝜆 ά𝜉𝜉𝜋𝜋𝜆𝜆𝛼𝛼 𝑥𝑥 ′𝑥𝑥.

Γ3. 𝛤𝛤𝜋𝜋𝛼𝛼 𝑥𝑥 < 0    ∶       𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = � 1

1 − 𝑥𝑥�′ =
1

(1 − 𝑥𝑥)2 > 0 𝛾𝛾𝜋𝜋𝛼𝛼 𝜋𝜋ά𝜃𝜃𝜋𝜋 𝑥𝑥 < 0𝐴𝐴𝜋𝜋𝛼𝛼 𝛿𝛿𝜋𝜋𝜆𝜆 𝜆𝜆𝛦𝛦ά𝜋𝜋𝜎𝜎𝜋𝜋𝜆𝜆𝜆𝜆 𝜋𝜋𝜋𝜋ί𝜎𝜎𝜋𝜋𝜂𝜂𝛼𝛼 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂𝜋𝜋ί𝛼𝛼 𝜎𝜎𝜋𝜋𝜋𝜋 (−∞, 0)𝛤𝛤𝜋𝜋𝛼𝛼 𝑥𝑥 ∈ �0,
3𝛦𝛦
2
�   𝑓𝑓 ′(𝑥𝑥) = (𝜎𝜎𝜂𝜂𝑥𝑥 + 𝜎𝜎𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥)′ = 𝜎𝜎𝜆𝜆𝜆𝜆𝑥𝑥 − 𝜎𝜎𝜂𝜂𝑥𝑥

Λύνουμε την εξίσωση 

( )f ' x 0 συνx ημx 0 συνx ημx= ⇔ − = ⇔ = ⇔ (ημx 0≠   γιατί αν ημx 0= τότε και συνx 0= ,
άτοπο)

συνx
1

ημx
⇔ = ⇔

πσφx σφ
4

⇔ = ⇔



                                                        

π
x κπ , κ

4
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Πρέπει   
κπ 3π 1 3 1 5

0 κπ 0 κ κ κ 0 ή κ 1
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∈

< + < ⇔ < + < ⇔ − < < ⇔ = =


 

𝛾𝛾𝜋𝜋𝛼𝛼 𝜋𝜋 = 0 ∶   𝑥𝑥 =
𝛦𝛦
4

     ,   𝛾𝛾𝜋𝜋𝛼𝛼 𝜋𝜋 = 1 ∶    𝑥𝑥 =
5𝛦𝛦
4

 

Ά𝜋𝜋𝛼𝛼 𝜋𝜋𝜋𝜋ί𝜎𝜎𝜋𝜋𝜂𝜂𝛼𝛼 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂𝜋𝜋ί𝛼𝛼 𝜋𝜋𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑓𝑓 𝛾𝛾𝜋𝜋𝛼𝛼 𝑥𝑥𝜖𝜖 �0,
3𝛦𝛦
2
� 𝜋𝜋ί𝜆𝜆𝛼𝛼𝜋𝜋 𝜋𝜋𝛼𝛼 𝑥𝑥1 =

𝛦𝛦
4

 , 𝑥𝑥2 =
5𝛦𝛦
4

 𝑓𝑓 ′(0) = 1   ά𝜋𝜋𝛼𝛼 𝜋𝜋𝜋𝜋 𝑥𝑥 = 0 𝛿𝛿𝜋𝜋𝜆𝜆 𝜋𝜋ί𝜆𝜆𝛼𝛼𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋ί𝜎𝜎𝜋𝜋𝜂𝜂𝜋𝜋 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂𝜋𝜋ί𝜋𝜋. 𝛵𝛵𝜋𝜋𝜆𝜆𝜋𝜋𝜋𝜋ά 𝜋𝜋𝜋𝜋ί𝜎𝜎𝜋𝜋𝜂𝜂𝛼𝛼 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜂𝜂𝜋𝜋ί𝛼𝛼 𝜋𝜋𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑓𝑓 𝜋𝜋ί𝜆𝜆𝛼𝛼𝜋𝜋 𝜋𝜋𝛼𝛼 𝑥𝑥1 =
𝛦𝛦
4

 , 𝑥𝑥2 =
5𝛦𝛦
4

. 

 

Γ4.    Από τα ερωτήματα Γ2,Γ3 έχουμε  ( )
( )2

1
f ' x

1 x
=

−
  για κάθε x 0≤ .  

𝛨𝛨 𝜋𝜋𝜑𝜑𝛼𝛼𝛦𝛦𝜋𝜋𝜋𝜋𝜂𝜂έ𝜆𝜆𝜎𝜎 𝜋𝜋𝜎𝜎𝜎𝜎 𝐶𝐶𝑓𝑓 𝜎𝜎𝜋𝜋𝜋𝜋 𝛭𝛭�𝛼𝛼,𝑓𝑓(𝑎𝑎)� έ𝜎𝜎𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜉𝜉ί𝜎𝜎𝜋𝜋𝜎𝜎𝜎𝜎 (𝜋𝜋):𝑦𝑦 − 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎)(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) 𝐻𝐻 (𝜋𝜋) 𝜋𝜋έ𝜂𝜂𝜆𝜆𝜋𝜋𝜋𝜋 𝜋𝜋𝜋𝜋𝜆𝜆 ά𝜉𝜉𝜋𝜋𝜆𝜆𝛼𝛼 𝑥𝑥 ′𝑥𝑥  𝜎𝜎𝜋𝜋𝜋𝜋 𝛣𝛣(𝑥𝑥𝐵𝐵, 0)  ά𝜋𝜋𝛼𝛼 0 − 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑓𝑓 ′(𝑎𝑎)(𝑥𝑥𝐵𝐵 − 𝑎𝑎) ⇔ − 1

1 − 𝑎𝑎 =
1

(1 − 𝑎𝑎)2 (𝑥𝑥𝐵𝐵 − 𝑎𝑎) ⇔ 𝑎𝑎 − 1 = 𝑥𝑥𝐵𝐵 − 𝑎𝑎 ⇔  𝑥𝑥𝐵𝐵 = 2𝑎𝑎 − 1 𝐴𝐴𝜋𝜋𝛼𝛼 𝛣𝛣(2𝛼𝛼 − 1,0)  𝛼𝛼 ≤ 0 𝛸𝛸𝛣𝛣(𝑡𝑡) = 2𝑎𝑎(𝑡𝑡) − 1    ό𝛦𝛦𝜋𝜋𝜆𝜆 𝑡𝑡 ≥ 0 𝛸𝛸 ′𝛣𝛣(𝑡𝑡) = 2𝑎𝑎′(𝑡𝑡) = −2
𝑎𝑎(𝑡𝑡)

3
    ό𝛦𝛦𝜋𝜋𝜆𝜆 𝑡𝑡 ≥ 0 𝛾𝛾𝜋𝜋𝛼𝛼 𝑡𝑡 = 𝑡𝑡𝑜𝑜  𝛸𝛸 ′𝛣𝛣(𝑡𝑡𝑜𝑜) = − 23𝑎𝑎(𝑡𝑡𝑜𝑜) = − 23 (−1) =

23   . 

 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δ1.  𝐷𝐷𝑓𝑓 = ℝ.     ( ) x

f '
f ' x e 2x e , D= + − =  .     ( ) x

f ''
f '' x e 2 , D= + =  .  

      Παρατηρούμε ότι για κάθε x∈  προφανώς ισχύει ( )f '' x 0>  . 

       Άρα η f ' είναι γνησίως αύξουσα . 

       Επιπλέον, η f ′ είναι συνεχής στο [0,1] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων, και 

• f ′(0) = 1 − e < 0, 

• f ′(1) = 2 > 0. 

       Άρα, f ′(0) ⋅ f ′(1) < 0.  Από Θεώρημα Bolzano, υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα  𝑥𝑥0 ∈ (0,1)  

       για την εξίσωση f ′(x) = 0 . Η ρίζα αυτή ειναι μοναδική στο 
 

αφού η f ' είναι γν. αύξουσα . 

 Τότε: 



• για κάθε 𝑥𝑥 < 𝑥𝑥0, έχουμε:𝑥𝑥 < 𝑥𝑥0  𝑓𝑓′ 𝛾𝛾𝛾𝛾.𝛼𝛼ύ𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝛼𝛼�����������  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) ⇔ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) < 0.

• για κάθε 𝑥𝑥 > 𝑥𝑥0, έχουμε:𝑥𝑥 > 𝑥𝑥0  𝑓𝑓′ 𝛾𝛾𝛾𝛾.𝛼𝛼ύ𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝜉𝛼𝛼�����������  𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) ⇔ 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 0.

Άρα, για την 𝑓𝑓 έχουμε: 𝑥𝑥 −∞ 𝑥𝑥0 +∞𝑓𝑓′(𝑥𝑥) − + 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)

Συνεπώς, υπάρχει μοναδικό 𝑥𝑥0 ∈ (0,1) στο οποίο η 𝑓𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. Ακόμη,𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 0 ⇔ 𝑒𝑒𝑥𝑥0 + 2𝑥𝑥0 − 𝑒𝑒 = 0 ⇔ 𝑒𝑒𝑥𝑥0 = 𝑒𝑒 − 2𝑥𝑥0
και 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑒𝑒𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥02 − 𝑒𝑒 ⋅ 𝑥𝑥0 − 1 = 𝑒𝑒 − 2𝑥𝑥0 + 𝑥𝑥02 − 𝑒𝑒 ⋅ 𝑥𝑥0 − 1 = 𝑥𝑥02 − (𝑒𝑒 + 2)𝑥𝑥0 + 𝑒𝑒 − 1.

Δ2.  1ος τρόπος

Το ζητούμενο όριο γίνεται:

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 � 1𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
+ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0�� = lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 � 1𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)

⋅ �1 + �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� ⋅ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0���
Για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ − {𝑥𝑥0}, έχουμε:

��𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� ⋅ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0�� ≤ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)|.

Άρα,

−|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)| ≤ �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� ⋅ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0� ≤ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)|.

Αφού η 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο 𝑥𝑥0, έχουμε:

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)| = |𝑓𝑓(𝑥𝑥0) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)| = 0

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0(−|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)|) = −|𝑓𝑓(𝑥𝑥0) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)| = 0.

Επομένως, από Κριτήριο Παρεμβολής,



lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0[�𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� ⋅ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0�] = 0.

Η 𝑓𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο μόνο στο 𝑥𝑥0.
Άρα, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0.
Άρα, για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ − {𝑥𝑥0} ισχύει ότι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) > 0. Εφόσον,

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)] = 0     και     𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) > 0  για κάθε 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0,

συμπεραίνουμε ότι:

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 1𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
= +∞.

Αφού

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 �1 + �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� ⋅ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0�� = 1 + 0 = 1,

έχουμε ότι το ζητούμενο όριο είναι:

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 � 1𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
⋅ �1 + �𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)� ⋅ 𝜎𝜎𝜂𝜂 � 1𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0��� = +∞.

2ος τρόπος

Η 𝑓𝑓 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο μόνο στο 𝑥𝑥0.
Άρα, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ με την ισότητα να ισχύει μόνο για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0.
Άρα, για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ − {𝑥𝑥0} ισχύει ότι 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) > 0.

Εχουμε για κάθε 0
x x≠ : ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0

1 1 1 1ημ 1 ημ 1
x x x xf x f x f x f x

   
≥ − ⇔ + ≥ −   

− −− −   

Εφόσον,

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0[𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)] = 0     και     𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) > 0  για κάθε 𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥0,

συμπεραίνουμε ότι:

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 1𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
= +∞.

Άρα 

lim𝑥𝑥→𝑥𝑥0 � 1𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)
− 1� = +∞



Άρα απο γνωστή ιδιότητα  ( ) ( )0x x
00

1 1
lim ημ

x xf x f x→

  
+ = +∞   −−   

Δ3. Θεωρούμε τη συνάρτηση 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥0,    𝑥𝑥 ∈ ℝ.

• H 𝜑𝜑 είναι συνεχής στο [𝑥𝑥0, 1] (ως άθορισμα συνεχών συναρτήσεων).
• 𝜑𝜑(1) = 𝑓𝑓(1) + 1 − 𝑥𝑥0 = 1 − 𝑥𝑥0 > 0.

• 𝜑𝜑(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) + 𝑥𝑥0 − 𝑥𝑥0 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0). Έχουμε 𝑥𝑥0 < 1 και η 𝑓𝑓 είναι γνησίως αύξουσα στο [𝑥𝑥0, 1].

Άρα, 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) < 𝑓𝑓(1) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) < 0. Επομένως, 𝜑𝜑(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) < 0.

Συνεπώς, 𝜑𝜑(1) ⋅ 𝜑𝜑(𝑥𝑥0) < 0.

Από το Θεώρημα Bolzano, η εξίσωση 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 0 έχει μία τουλάχιστον ρίζα ρ∈ (𝑥𝑥0, 1).

Η συνάρτηση 𝜑𝜑 είναι παραγωγίσιμη με 𝜑𝜑′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) + 1. Για κάθε 𝑥𝑥 > 𝑥𝑥0 είναι 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) > 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0) = 0

(διότι η 𝑓𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα). Άρα, 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) + 1 > 0 για κάθε 𝑥𝑥 > 𝑥𝑥0. Συνεπώς, 𝜑𝜑′(𝑥𝑥) > 0 για 
κάθε 𝑥𝑥 ∈ (𝑥𝑥0, 1). Άρα η συνάρτηση φ είναι γνησίως αύξουσα στο (𝑥𝑥0, 1) ,

άρα  για την εξίσωση 𝜑𝜑(𝑥𝑥) = 0 ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 η παραπάνω ρίζα ρ είναι μοναδική στο (𝑥𝑥0, 1).

Δ4.  Έχουμε ότι 𝜋𝜋 είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 στο διάστημα (𝑥𝑥0, 1).

Άρα, 𝜋𝜋 ∈ (𝑥𝑥0, 1) και 𝑓𝑓(𝜋𝜋) + 𝜋𝜋 = 𝑥𝑥0 ⇔ 𝑓𝑓(𝜋𝜋) = 𝑥𝑥0 − 𝜋𝜋.

Η συνάρτηση 𝑓𝑓 είναι συνεχής στο [𝑥𝑥0,𝜋𝜋] και παραγωγίσιμη στο (𝑥𝑥0,𝜋𝜋). Από το Θεώρημα Μέσης 
Τιμής, υπάρχει 𝜉𝜉 ∈ (𝑥𝑥0,𝜋𝜋) τέτοιο ώστε

𝑓𝑓′(𝜉𝜉) =
𝑓𝑓(𝑥𝑥0) − 𝑓𝑓(𝜋𝜋)𝑥𝑥0 − 𝜋𝜋 . 

Η 𝑓𝑓′ είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ , οπότε έχουμε:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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