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ΘΕΜΑ Α 

Α1. Σχολικό σελ. 111 

Α2. Σχολικό σελ. 104 

Α3. Σχολικό σελ. 128 

Α4.   α) Λάθος 

  β) Λάθος 

  γ) Λάθος 

 δ) Σωστό 

 ε) Σωστό  

ΘΕΜΑ B 

Β1. Dgoh = {
x ∈  Dh
h(x) ∈ Dg

 =  {
x ∈ (0,+∞)
lnx ∈ ℝ

 , άρα Dgoh = (0, +∞) 

goh(x) = g(h(x)) = g(lnx) = 
4−𝑒2𝑙𝑛𝑥

𝑒𝑙𝑛𝑥
= 
4−𝑒𝑙𝑛𝑥

2

𝑒𝑙𝑛𝑥
= 
4−𝑥2

𝑥
 , οπότε : 

f(x) = 
4−𝑥2

𝑥
 , x > 0 

B2. i) f συνεχής στο (0, +∞) ως ρητή 

𝑓′(x) = 
(4−𝑥2)′ 𝑥−(4− 𝑥2)(𝑥)′

𝑥2
= 
−2𝑥2−4+ 𝑥2

𝑥2
= 
−𝑥2−4

𝑥2
 < 0 , για κάθε x > 0. 

Άρα f ↓ (0, +∞) 

 ii) 
4−𝜋2

4−𝑒2
 > 
𝜋

𝑒
  
4−𝑒2<0
⇔ 

4−𝜋2

𝜋
 > 
4−𝑒2

𝑒
 ⟺ f(π) < f(e) 

𝑓↓
⇔ π > e  ισχύει 



Β3. · Κατακόρυφες Ασύμπτωτες : 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

4−𝑥2

𝑥
 =  lim

𝑥→0+
[(4 − 𝑥2) ·  

1

𝑥
] = 4 · (+∞) = + ∞,  

άρα η x = 0  (ή y’y) είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της Cf.  

 · Πλάγιες – Οριζόντιες ασύμπτωτες :  y = λx + β 

lim
x→+∞

f(x)

x
 = lim
x→+∞

4−x2

x

x
 =  lim

x→+∞

4−x2

x2
 = lim
x→+∞

−x2

x2
 = – 1, άρα λ = – 1    

lim
x→+∞

[f(x) − λx] = lim
x→+∞

(
4−x2

x
 + x) = lim

x→+∞

4−x2+x2

x
 = lim
x→+∞

4

x
 = 0, άρα  

β = 0 

Οπότε η y = – x είναι πλάγια ασύμπτωτη της Cf στο + ∞.  

Β4. lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

𝑓(𝑥)
  

· Έχουμε lim
x→+∞

𝑓(𝑥) = lim
x→+∞

4−𝑥2

𝑥
 = lim
x→+∞

−𝑥2

𝑥
 = lim
x→+∞

(−𝑥) = – ∞ , 

Οπότε lim
x→+∞

1

𝑓(𝑥)
 = 0. 

Κοντά στο +∞ : |
𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

𝑓(𝑥)
| = 

|𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)|

|𝑓(𝑥)|
 ≤ 

1

|𝑓(𝑥)|
 , άρα : 

|
𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

𝑓(𝑥)
|  ≤ 

1

|𝑓(𝑥)|
 ⟺ – 

1

|𝑓(𝑥)|
 ≤ 

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

𝑓(𝑥)
≤ 

1

|𝑓(𝑥)|
 ⟺  

 

· lim
𝑥→+∞

(– 
1

|𝑓(𝑥)|
) = 0 

· lim
𝑥→+∞

(  
1

|𝑓(𝑥)|
) = 0 

Άρα από Κριτήριο Παρεμβολής lim
𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1+𝑥2)

𝑓(𝑥)
 = 0. 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  

∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1 ⇔ ∫ 𝑥 (
1

𝑥
+ 𝑎)𝑑𝑥 = 1

3

2

3

2

⇔∫ (1 + 𝑎𝑥)𝑑𝑥 = 1
3

2

 

⇔ [𝑥 +
𝑎𝑥2

2
]
2

3

= 1 ⇔ 3+ 𝑎 ∙
32

2
− (2 + 𝑎

22

2
)

2

= 1 ⇔ 

3 +
9𝑎

2
− 2 − 2𝑎 = 1 ⇔

5𝑎

2
= 0 ⇔ 𝑎 = 0 

 
 

Γ2. i) 𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 3𝑥 + 3, 𝑥 < 1 

1

𝑥
 , 𝑥 ≥ 1

 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

1
𝑥
− 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

1 − 𝑥
𝑥

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

−(𝑥 − 1)

𝑥(𝑥 − 1)
= −1 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1−

𝑥2 − 3𝑥 + 3 − 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
= −1 

 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= −1  ά𝜌𝛼 𝑓′(1) = −1  

𝐸𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍 𝜊𝜌ί𝜁𝜀𝜏𝛼𝜄 𝜂 𝜀𝜑𝛼𝜋𝜏𝜊𝜇έ𝜈𝜂 𝜏𝜂𝜍 𝐶𝑓 𝜎𝜏𝜊 𝑥0 = 1 

 
ii) (ε): 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 − 1 = −1(𝑥 − 1) ⇔ 𝑦 = −𝑥 + 2 
Έ𝜎𝜏𝜔 𝜔 𝜂 𝛾𝜔𝜈ί𝛼 𝜋𝜊𝜐 𝜎𝜒𝜂𝜇𝛼𝜏ί𝜁𝜀𝜄 𝜂 𝜀𝜐𝜃𝜀ί𝛼 (𝜀)𝜇𝜀 𝜏𝜊𝜈 𝑥′𝑥. 

Ά𝜌𝛼 𝑓′(𝑥0) = 𝜀𝜑𝜔 ⇔ −1 = 𝜀𝜑𝜔
𝜔∈[0,𝜋)
⇔    𝜔 =

3𝜋

4
𝑟𝑎𝑑 

 

Γ3.  Για  x < 1  η f παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική  με  f΄(x) = 2x – 3 

       Για  x > 1  η f παραγωγίσιμη ως ρητή με  f΄(x) = 
2

1

x
−  

      Για  x = 1 η f παραγωγίσιμη  με  f΄(1) =  -1  

Άρα    
2

2x 3    , αν  x < 1

f΄(x)= 1
-        ,  αν  x > 1

x

−




 

 



Για  κάθε  𝑥 ≥ 1  𝑓′(𝑥) = −
1

𝑥2
< 0   

𝛤𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀  𝑥 < 1   ⇔ 2𝑥 < 2 ⇔ 2𝑥 − 3 < −1 < 0    f΄(x) < 0 
Άρα   f΄(x) < 0  για κάθε  x∈ℝ  
 
Οπότε  f↓ ℝ 
 
• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 3𝑥 + 3) = lim
𝑥→−∞

𝑥2 = +∞ 

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0 

 
f συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο ℝ 

𝑓(ℝ) = ( lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) , lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)) = (0,+∞)  

 
Γ4.  

 

 
  

𝐸 = 𝐸1 + 𝐸2 = ∫ 𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2)
2

1

𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)
𝑒

2

= 

∫ (
1

𝑥
+ 𝑥 − 2)𝑑𝑥 +

2

1

∫
1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

2

= [ln|𝑥| +
𝑥2

2
− 2𝑥]

1

2

+ [𝑙 n|𝑥|]2
𝑒 = 

ln 2 + 2 − 4 − (𝑙𝑛1 +
1

2
− 2) + (𝑙𝑛𝑒 − 𝑙𝑛2) = 

𝑙𝑛2 − 2 −
1

2
+ 2 + 1 − 𝑙𝑛2 =

1

2
𝜏. 𝜇𝜊𝜈. 



ΘΕΜΑ Δ 

Df = (0,2)   

Δ1.  Θεωρώ  Α(x) = A
x 1

f(x) 2x
   ,    D (0,1)U(1,2)   με   limΑ(x)

x 1 →

−
= = 

−
 ℝ 

Οπότε  f(x) = (x – 1)A(x) + 2x    

Η f είναι συνεχής ως σύνθεση και άθροισμα συνεχών συναρτήσεων,  άρα 

 
x 1

f(1) limf(x) f(1) 0 2 ln1 1 k 2 k 3
→

=  =  +  − + =  =  

 

Δ2. Τότε  f(x) = ln(2 – x) - 
1

x
 + 3  ,   x∈(0,2) 

 
2

2 2

1 1 x x 2
f (́x)    ,  x (0,2)

x 2 x x (x 2)

+ −
= + = 

− −
 

Για  x∈(0,2)  f΄(x) = 0   x = 1 (δεκτή)   ή  x = -2 (απορ.) 

 

  x -    0              x1            1     x2      2       +  

x2+x-2  - --       + 

x2  +                 + 

x-2  -   -  

f ' (x)             +                  - 

f(x)               

                                                                              Ο.Μ 

                                                                               f(1) = 2 

 

x 0 x 0

1
 lim f(x) lim(ln(2 x) 3) ln2 ( ) 3

x+ +→ →
 = − − + = + − + = −  

                  
x 0

u 2 x

lim (2 x) 2 u 2x 0
  διότι  lim ln(2 x) limlnu ln2

+

+→

= −

− = →→
− = =  

x 2

x 2 x 2

για  x<2  u = 2-x

lim (2 x) 0x 2 u 0

1 1
lim f(x) lim[ln(2 x) 3] ( ) 3

x 2

διότι  lim ln(2 x) lim lnu

− −

− +

−→

→ →

− =→ →

 = − − + = − − + = −

− = = −

 

Θεωρώ τα διαστήματα  Δ1 = (0,1)   και  Δ2 = [1 , +∞) 



( )
1f Δ

1
f  συνεχής x 0 x 1

f(Δ ) lim f(x), lim f(x) ( ,2)
+ −



→ →
= = −  

2f Δ

2
f  συνεχής x

f(Δ ) (lim f(x),f(1)] ( ,2]


→
= = −  

1

1 1 1

1

0 f(Δ )
άρα υπάρχει μοναδικό x Δ    με   f(x ) 0

f Δ

 
 =

 
  

2

2 2 2

2

0 f(Δ )
άρα υπάρχει μοναδικό x Δ    με   f(x ) 0

f Δ

 
 =

 
  

(x2≠1 αφού f(x2) = 0   και  f(1) = 2) 

Άρα η εξίσωση f(x) = 0 έχει 2 ακριβώς ρίζες 

Έχουμε  x1 , 1

1
Δ

3
  

   

1f Δ lnx (0, )

1

1

1 1 5 5 5
Έστω   x f(x) f 0 ln ln1 ln 1   άτοπο

3 3 3 3 3

1
Άρα  x

3

  + 
         

 



 

 

Δ3. 

𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 [𝑥1,
1

3
] 

𝑓 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾𝜔𝛾ί𝜎𝜄𝜇𝜂 𝜎𝜏𝜊 (𝑥1,
1

3
) 

Ά𝜌𝛼 𝛼𝜋ό 𝛩𝛭𝛵 𝜐𝜋ά𝜌𝜒𝜀𝜄 𝜉 ∈ (𝑥1,
1

3
) ⊆ (0,1) 𝜇𝜀 𝑓′(𝜉) =

𝑓 (
1
3)
− 𝑓(𝑥1)

1
3
− 𝑥1

 

⇔ 𝑓′(𝜉) =
3𝑓 (

1
3)

1 − 3𝑥1
 

 

𝑓′′(𝑥) = −
1

(2 − 𝑥)2
−
2

𝑥3
  , 𝐷𝑓′′ = (0,2) 

𝛤𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (0,2) : −
1

(2 − 𝑥)2
< 0 ,−

2

𝑥3
< 0   ά𝜌𝛼 𝑓′′(𝑥) < 0 

𝛼𝜌𝛼 𝑓′ ↓ (0,2) ά𝜌𝛼 𝜂 𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝑓′(𝑥) =
3𝑓 (

1
3)

1 − 3𝑥
  έ𝜒𝜀𝜄 𝜏𝜊 𝜋𝜊𝜆ύ 𝜇ί𝛼 𝜌ί𝜁𝛼  

 



Δ4.  i) Αφού F, G αρχικές της f στο (0,2) τότε (από γνωστό θεώρημα) 

υπάρχει c ∈ ℝ, ώστε F(x) = G(x) + c, για κάθε x ∈ (0,2). 

Άρα F(x2) = G(x2) + c 
𝐺(𝑥2)=0
⇔      c = F(x2) 

 F(x1) = G(x1) + c ⟺ c = – G(x1) ⟺ G(x1) = – c   

Άρα F(x2) = – G(x1) ⟺ F(x2) + G(x1) = 0  

Άρα  F(𝑥) = G(x)  + F(x2) ⟺ G(x) = F(x) – F(x2), x∈ (0,2) 

ii) Αφού F αρχική της f στο (0,2) , τότε 𝐹′(𝑥) = f(x), για κάθε x ∈ (0,2) 

Έχουμε : f(x) ≠ 0 στο (x1, x2)  

                f συνεχής στο (x1, x2), άρα η f διατηρεί πρόσημο στο (x1, x2) 

f(1) = 2 > 0 άρα f(x) > 0 στο (x1, x2). 

F συνεχής στο [x1, x2] ως παραγωγίσιμη, άρα F↑[x1, x2]. 

x1 < x2 

F↑[𝑥1,𝑥2]
⇒      F(x1) < F(x2) 

𝐹(𝑥1)=0
⇔     0 < F(x2) 

Θεωρώ τη συνάρτηση  

Β(x) = x1 F(x) + x2G(x) + 2x – x1 – x2 ,  x ∈ [x1, x2]. 

Β(x) = x1 F(x) + x2[F(x) – F(x2)] + 2x – x1 – x2 

· B συνεχής στο [x1, x2] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

· B(x1) = x1 F(x1) + x2[F(x1) – F(x2)] + 2x1 – x1 – x2 = – x2F(x2)+ (x1 – x2) < 0 

(Αφού x2 > 0 και F(x2) > 0 και x1 < x2, άρα:  – x2F(x2) < 0 και x1 – x2 < 0) 

· B(x2) = x1 F(x2) + x2[F(x2) – F(x2)] + 2x2 – x1 – x2 = x1F(x2)+ (x2 – x1) > 0 

(Αφού x1 > 0 και F(x2) > 0 και x2 > x1, άρα :  x1F(x2) > 0 και x2 – x1 > 0) 

Άρα Β(x1)B(x2) < 0 και σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano η εξίσωση  

Β(x) = 0  έχει μια τουλάχιστον ρίζα στο (x1, x2) (1) 

Η Β είναι παραγωγίσιμη στο (x1, x2) ως πράξεις παραγωγίσιμων 

συναρτήσεων με 𝛣′(𝑥) = x1f(x) + x2f(x) + 2 = (x1+x2)f(x) + 2 > 0 για κάθε  

x ∈ (x1, x2) αφού (x1+x2 > 0 και f(x) > 0 για κάθε x ∈ (x1, x2) και 2 > 0) 



Άρα Β↑  (x1, x2). Άρα η εξίσωση Β(x) = 0  έχει μια το πολύ ρίζα στο  (x1, x2) 

(2). 

Από (1), (2) προκύπτει ότι η εξίσωση Β(x)=0 ⟺  

x1 F(x) + x2G(x) = x1 + x2 - 2x έχει μοναδική ρίζα στο  (x1, x2). 

 


